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Ecuaciones Diferenciales I. Examen XIV

Ejercicio 1. Se consideran las funciones fi, f2 : ]0, 1] — R dadas por:

1 site]o,2/s,
0 sitel?/s1].

L) =1 fo(t) = {

.Son estas funciones linealmente independientes en el intervalo |0, 1[?

Aplicando la definicion de independencia lineal, buscamos ¢q, co € R tales que:
c1fi(t) + cafo(t) =0, Vte]0,1].
Tomando ¢ € ]2/3,1], se tiene:
O=cfilt)+ceafolt)=c-1+c-0=c = ¢ =0.
Tomando ¢ € ]0,2/3], se tiene:
O=cifi(t)+cafat) =0-14cy-1 =03 = o =0.

Por tanto, ¢; = ¢3 = 0, lo que implica que f; y f2 son linealmente independientes
en el intervalo |0, 1].

Ejercicio 2. Se considera la ecuacion diferencial
ax + by + (cx + dy)y' =0,

con a,b,c,d € RT. (En qué casos se puede afirmar que pu(z,y) = ¥ es un factor
integrante?

Definimos:
P R? — R
(x,y) +— azx+by
Q: R? — R

(x,y) — cx+dy

Sea (2 el dominio del factor integrante. Para que p(z,y) sea un factor integrante
de la ecuacion diferencial, se debe cumplir que:

w u(x,y) #£0, V(r,y) € Q. Si pu(z,y) = e*1Y, lo tenemos garantizado.

= Se cumpla la condicién de exactitud tras multiplicar la ecuacién diferencial

por pu(z,y):
oupP) _ o(pQ)
dy or
Calculamos las derivadas parciales de la condicion de exactitud:
o(uP 0 oP
(wP) _ Onp Or
dy dy dy

o(pQ) _ du 0Q
or  Ox +'u893'
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Por tanto, la condicién de exactitud se traduce en:

(9,up ou M(({)Q 8P>.

8_y ox

or Oy

En nuestro caso concreto, las derivadas son:

a/,l/ . x+y o a/’l’ _ x+y _
8y(x’y)_e —,u(:v,y), 81,(377:’4)_6 —,u(:v,y),
opP 00

i (z,y) = b, N (z,y) =c

Por tanto, en nuestro caso concreto, la condicion de exactitud se traduce en:
p(z y)(ax + by — cx — dy) = pz,y)(c—b)  V(z,y) € Q.
Como p(z,y) # 0 para todo (z,y) € ©, la condicién de exactitud queda:
rla—c)+ylb—d)=c—b V(r,y) € Q

Por tanto, lo inico que hemos de imponer sobre los coeficientes de la ecuacién
diferencial es que se cumpla la ecuacion siguiente:

rla—c)+ylb—d)=c—b  V(r,y) €

Como 1, z,y son linealmente independientes, tenemos que:

a—c =0,
b—d =0,
c—b =0.

Por tanto, tenemos que a = b = ¢ = d. Por tanto, lo inico que hemos de imponer
sobre los coeficientes de la ecuacién diferencial es:

a=b=c=d.

Ejercicio 3. Dada una funcién a € C(R), se supone que ¢, p2 son las soluciones
de la ecuacién z” + a(t)x = 0 que cumplen las condiciones iniciales

©1(0)
©2(0)

Demuestra que la funcién

1, ©1(0)
0, ©5(0)

0,
1.

t t
x(t) = wg(t)/ e‘p1(s) ds — gpl(t)/ e*pa(s) ds + 20244 (t)
0 0
pertenece a C?(IR) y encuentra una ecuacién diferencial de la que es solucién.

El dominio de la ecuacién diferencial descrita en el enunciado es R%. Por tanto,
por ser 7, o las soluciones de dicha ecuacién diferencial para distintas condiciones

b}
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iniciales, por el Teorema de Existencia y Unicidad visto en el Capitulo 4, tenemos
que dichas soluciones estan definidas en todo R. Ademds, como (1, ¢ son soluciones,
tenemos que:

©®1, P2 < CZ(R)

En particular, por ser o1, s € C(R), por el Teorema Fundamental del Célculo
tenemos que dichas integrales son de clase 1. Por tanto, al z suma de productos de
funciones de clase C', tenemos que r € C*(R). Para argumentar que x € C?*(R),
hemos de calcular su derivada (notemos que para derivar las integrales usamos el
Teorema Fundamental del Célculo):

' (t) =@ (t) /0 e*p1(s) ds + pa(B)epr(t) — ¢ (t) /0 e pa(s) ds — pi(t)elps(t) + 2024¢)(t)

En primer lugar, tenemos que ¢/, ¢, € C'(R). Ademds, como los integrandos
son producto de funciones continuas, tenemos que las integrales son de clase C!.
Por tanto, 2’ € C*(R), de forma que x € C?*(R). Calculamos ahora x”(t):

(1) = G(t) / eo1(s) ds + gh(t)e'or (1) — Gl(1) / e a(s) ds — & (1)e pal(t) + 20240 (1)

—
*
~

Y o (t)pa(t) / e 01(s) ds + ph(t)e'pr(t) + alt)p () / e a(s) ds — &, (1) a(t) — 2024a(t) palt)

— —a(t) {m) / e1(s) ds — 1 (t) / e als) ds + 2024902@)} T (Den(t) — @y (E)pa()]

(%)
= —a(t)x(t) + €' [ph(t)1(t) — ¢ (t)a(t)]

donde en () hemos usado que 1, @2 son soluciones de la ecuacién diferencial, y en
(*%) hemos usado la definicién de x(t). Por tanto, una ecuacién diferencial de la que
x(t) es solucién es:

" = —a(t)z + e[y ()1 (t) — @) (1) pa(t)] con dominio R?

No obstante, veamos ahora que se puede simplificar ain més, ya que podemos
conseguir que no dependa de (1 ni py, puesto que ese término es constante. Tenemos
dos opciones:

Derivando: Derivemos dicho término, que sabemos que es de clase 1 en R por ser
producto y restas de funciones de clase C*.

d (*)
— (P21 — 9192) = ipn + G| — P2 — PPy == —apapr + aprpe =0

Por tanto, al ser dicha derivada nula en todo R, tenemos que dicho término es
constante. Evaluando en 0, tenemos:

©5(0)p1(0) — @1 (0)2(0) =1-1-0-0=1
Usando la Formula de Jacobi-Liouville: Tenemos que:

Y1 P2

W 7 — — /_ /
(1, 92) S o] T P19 T A

6
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Por tanto, el término que estamos estudiando es dicho Wronskiano. Evaluando
en 0, tenemos:

W(¢17@2)<0) = 0 1

¢1(0) %02(0)‘ _ ’1 0‘ 1

Por la Férmula de Jacobi-Liouville, como ¢1, ¢5 son soluciones de la ecuacion
diferencial, tenemos que:

W (or,00)(£) = W (o1, 02)(0) - exp (/Oto ds) 121 VieR

donde hemos empleado que el coeficiente que acompana a 2’ en la ecuacion
original es 0.

En cualquier caso, hemos probado que dicho término es constantemente igual
a 1

Py (t)p1(t) — @i (t)pa(t) =1 VteR

Por tanto, la ecuacién diferencial de la que z(t) es solucion es:
2" = —a(t)r +¢'  con dominio R?

No obstante, esta es no es la tnica solucién de dicha ecuacién. Aunque no sea
necesario darlas, considerando la condicion inicial:

2(0)=0  2/(0) = 2024

tenemos que z(t) es la tnica solucién de la ecuacién diferencial descrita que cumple
dichas condiciones iniciales.

Ejercicio 4. Encuentra todas las funciones continuas f : R — R que cumplen las

desigualdades
1

1+1¢2

0< f(t) < F(t), VteR,
con F(t) = fot f(s) ds.

Distinguimos en funcién del valor de ¢:

» Restringuiendo a R™, veamos que f‘ = 0. Como f(t) > 0 para todo t € R,
R

tenemos que:
b
/ f)dt =0 Va,beR,a<b

Por tanto, para t < 0, tenemos que:

t 0
F(t) = / F(s) ds = —/ F(s) ds <0
0 t
Por tanto, tenemos que:

0< f() <0 Vt<O0

Por tanto, f| =0.
R-
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» Restringuiendo a R, veamos también que f| = 0.
R+

Como t? > 0 para todo t € R, tenemos que:
1 1
<

< =1 VteR
1+t " 140

Por tanto, buscamos las funciones f continuas tales que:

0< f(t)<1-F(t) VteR

Para t > 0, tenemos que:

0< f() <1-|F@®)]  VE=0

Por tanto, y usando un Lema visto en la demostracion del Teorema de Exis-
tencia y Unicidad del Capitulo 5, tenemos que:

fH)y=0  Vt>=0

Por tanto, f| =0.
RJ
Por tanto, la unica funcién continua que cumple las desigualdades dadas es la
funcién nula.

Ejercicio 5. El espacio vectorial de soluciones de la ecuacién x” 4+ 4x = 0 se denota
por Z,. De igual modo, Z, sera el espacio vectorial de soluciones de y"”+2y'+5y = 0.
Demuestra que la transformacién

V:Z, = Zy, vy, yt)=e'z()

define un isomorfismo. Encuentra bases de Z, y Z, y calcula la matriz que representa
a U en esas bases.

Buscamos en primer lugar base de Z,. El polinomio caracteristico de la primera
ecuacion es:
N+d=0= N =4 \==42

24

Trabajamos con el valor propio A = 2i. Sabemos que e** es solucién (compleja)

de la ecuacion diferencial. Tenemos que:
e? = cos(2t) + isen(2t)

Por tanto, dos soluciones reales de la primera ecuacion diferencial son:

{xl(t) = cos(2t)

xo(t) = sen(2t)
Ademas, son linealmente independientes, ya que:

cos(2t)  sen(2t)

W (w1, 22)(t) = —sen(2t) cos(2t)

‘ cos(2t)  sen(2t) ' - = 2 (cos?(2t) + sen?(2t)) =2 #0

—2sen(2t) 2cos(2t)
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Por tanto, tenemos que:
B, = {cos(2t),sen(2t)} Z, = L{B,}

Buscamos ahora base de Z,. El polinomio caracteristico de la segunda ecuacion

es:
—24++v4-20
NA2XA+5=0<= A= 5 =—1+2
Trabajamos con el valor propio A = —1 + 2i. Sabemos que e(='*2)* eg solucién

(compleja) de la ecuacién diferencial. Tenemos que:
eIt — o~ (cos(2t) + isen(2t))

Por tanto, dos soluciones reales de la segunda ecuacién diferencial son:

y1(t) = et cos(2t)
yo(t) = e sen(2t)

Ademas, son linealmente independientes. Por tanto, tenemos que:
B, = {e " cos(2t),e " sen(2t)} Z, = L{B,}

Veamos ahora que ¥ es una aplicaciéon lineal. Dados A\, Ay € Ry 21,29 € Z,,
tenemos que:

\D(Alﬂil + )\Q.CEQ) = €_t()\1.CE1 + )\2332)
= /\16_t171 + )\Qe_tl‘g

= )\1@(1’1) —+ )\2\11(132)
Por tanto, ¥ es una aplicacion lineal. Ademds, tenemos que:

e ' cos(2t) = y1(t)
U(z5(t)) = e Fsen(2t) = yo(t)

Por tanto, la matriz que representa a W en las bases dadas es:

M(V,B,.,B,) = ((1) (1)> _ Id,

Por tanto, como W es lineal con |V| = 1 # 0, tenemos que ¥ es un isomorfismo.



